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Die vierte;Dimension 1 T 9 §

wir haben das letzte Mal versucht, uns ein vierdimensio-

males Raumgebilde zu schaffen. Um es uns zu veranschaulichen,

haben wir es auf ein dreidimensionales reduziert. Zunitchst haben W4 b
wir ein dreidimensionales Raumgebilde auf ein eweldimensionales L€~

reduziert, Wir setzten statt der Dimensionen Farben eln, so dass th
ein Wirfel lidngs der drei Dimensionen in drel Ferben erschien.

Dann konnten wir die Grenzen eines VWilrfels auf die Zbene hinle-

gen. Wir hatten durch Farben drei Dimensionen reprisentiert., Wir
legten sechs Quadrate in die Ebene hinein, dann stellten wir uns

eln Durchgangsquadrat auf, durch welches die Quadrate gefdrbt
wurden., (So haben wir un%a den Wilrfel vorgestellt.,) Bei den
FlHchen hatten wir zwei Grenzfarben und beim wurfel drei und

nahmnen dann eine vierte Farbe als Grenzfarbe hinzu, Wir lieaaen
auch dabei nach der Analogie des Hinton die Wiurfel durch die

neue Farbe hindurohrehen, und auf der andern Seite erschienen
sie dann wieder in 1hrer eigenen Farbe,

Nun will ich Ihnen eine andere Analogie geben, um zunﬁchatv/;/:;‘,

“die drei Dimensionen wieder auf awel und dann vier‘Dimensionan

auf drei zu reduzieren, Der Wlrfel kann an seinen Grenzflichen
sudammengesetzt werden aus seinen sechs Suadwra Grenzquadraten;

statt aber nun, wie neulich, die Auebreitung hintereinander

vorzunehmen, wird sie jetzt auf eine andere Weiae geechehen,

Ich werde auch dieae Figur hinzeichnen ;.*
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Sle sehen, wir haben Jetzt auf diese Weise den Wirfel ausge-

breltet - zwel Systeme, deren jedes in der Ebene liegt und aus
Je drej Vierccken besteht. Wenn ich nun den Wirfel aus diesen

sechs Quudraten wleder zusammensetzen will, 80 muss ich die
belden Abtellungen so Ubereinander legen, dass Quadrat III Ubey

I zu liegen kommt, Venn auf diese Weise I unten zu liegen kommt,

muss 1ich die (Quadrate II und V hochklappen, - IV und VI dagegen
nach unten hinunterklappen., Dabel bekommen wir gewlsse korre-
apondlerénde Linién, dle sich gegenseltig decken., Die in der

Flgur mit gleicher l'arbe und glelcher Strichzahl markierten
Linlien werden zusammenfallen, Das was hier in der Ebene im

zweldlmensionalen Raun liegt, fHllt in gewlsser Veise zusammen,
wenn ich in den dreildimensionalen Raun Ubergehe, Das Quadrat

besteht aus vieqiﬂfiten, der Wurfel aus sechs Quadraten, und
ein Tesaarakt.ﬁ%ﬁﬁﬁg-aus acht Wlrfeln bestehen; nur handelt

es slch darum, dass diese acht Wlrfel nicht wiederum Zu elinen
Wirfel zusammengesetzt werden dUrfen, sondern dass immewr eineg

in entsprechender Weilse durch die vierte Dimension durchrehen
milsste, Fi _

Will ich nun dasselbe mit dem Tessaralkt machen, wa: ich
eben nit dem Wirfel getan, so muss ich daasélbe Geaetz !inehal-
ten, Wie ich nun hier zwel Systeme Vbh Guadraten erhaielt, so
erglbt sich beim Tessarakt dasselbe mit WwUrfeln, wenn ich das
Vierdlamensionale Tessarakt in den dreldimensionalen Rau ab-
falte, und dies Gebilde wird dann so aussehen 3




Dabel 6ind Jedesmal diese vier Wirfel im dreidimensionalen

Raum genauw so A nchmen, wie dlese Quadrate im zweldimensionalen
Rawn, oie missen sich nur genau anschauen, was ich hier gemacht
habe., fei dem Abklapnen des Wlrfels in den zweidimensionalen
Raum vrgub'sich edin Eyﬂtem'von sechs Quadraten; bei der ent-
uprecnwndén Prozedur am Tessarakt erhalten wir ein Systen

von ncht Wirfeln. Wir haben die Betrachtung fir den dreidimen-
pionalen Raum auf den vierdimensionalen Ubergeflihrt. Bei dem
abgeklappten Wiurfel srgaben sich verschiedene korrespondierende
Linicn, die sich beiwm gpiteren Wiederhochklappen deckten., Ein
glelchen findet stall mit den I'lichen unserer einzelnen Wiirfel

des Teassaraktes. L wirde also beim Tessarakt die Fliche a

deg YWirrels 5 - durch Beobachtung der vierten Dimension® -

mit der nicht sichtbaren unteren I'lliche des Wilrfels 6 2zusam-
menfallen; in gleicher Welse die Fl¥che b des VWirfels 1 mnmit
dem hinteren Quadrat '

des Wiirfels 2, und
ebenco das Quadrat c
deg Viirfels 4 mit

dem entsprechenden

des Wirfels % . Fs *
bleibt lbrig der von '
den sechs andern

eingeschloasene 7,
Wirfel., Ebenso wie
eln von vier Quadra-

ten eingeschlossenes
finftes Quadrat - wie

wir dies an der entsprechenden Figur des vorigen Vortrages ge-

schen haben - dem nur zweidimensional schauvenden Wesen unsicht-
bar bleibt, so ist dies hier mit dem siebenten Wilrfel der Fall i
Er bleibt dem dreidimensionalen Auge verborgen., Diesem siebenten
Wirfel entspricht beim Tessarakt ein achter Wirfel, der, da wir
~hier einen vierdimensionslen Kdrper haben, als Gegenstick gum

8lebenten in der vierten Dimension liegt,
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Be ist auf eine andere Weise kaum m8glich eine Anleitung Mo,

zu.geben, wle man sich ein vierdimensionales Gebilde zu denken 3 e
hat, Nun mdthte lch noch auf eine andere Welse zu sprechen k°m".30£ ¢ ok
A [ LT

men, die Ihnen vielleicht auch noch die Mdglichkeit geben wird,
das besser einzusehen, um was es sich hier eigentlich handelt,

Dies hier ist ein Oktaeder,
* das von acht Drejecken be-

grengt ist, Wenn Sle sich ,
dles Gebilde hier vorstellen,

€0 bitte ich Sie mit mir

in Gedanken folgende Pro-

zedur vorzunehmen, die

gehen, hier ist lmmer eine
FlHche von elner andern

geschnitten, Hier zum Bel-

splel in AD stossen zwel Seiten (-Fl¥chen) zusammen, und hier
( EB ) stossen zwel zusammen. Der ganze Unterschied zwisschien

Oktaeder und Wirfel ist der Schnittpunkt der Winkel., Wenn sich
Flichen so schneiden,(wie beim Wilrfel),so entsteht ein Wirfel,

Wenn sle sich aber so schneiden wie hler, =o entateht eln Okta-

eder, B8 handelt sich fhij |
darum, dass wir I"lHchen *

y

unter den verschiedensten
Winkeln sich schneiden
laggsen, dann bekommen

wir die verschledensten
Raumgebilde, «~ Denken

vle sich nun, wie wir

konnten hier dieselben '
Flichen des Oktneders !
auch in anderer Veise

zum Schneiden bringen,

Denken Sie sich diese

- FlHche hier - zum Bel- e ,
splel AEB, - nacﬁ allen ' 1 f
Seiten fortgesetzt,

"y
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Es ist auf eine andere Welse kaum mbglichﬁeineiAnleitung Nono,
Z0 geben. wie man sich ein vierdimensionales Gebilde zu denken ,Jﬂ.wv,s
hat, Nun m8thte lch noch auf eine andere Weise zu sprechen kom—af), {.
R {

men, di¢ Ihnen vielleicht auch noch die Méglichkedit geben wird,
das besser elnzusehen, um was es sich hier eigentlich handelt.

Dies hier ist ein Oktaeder,

* das wvon acht Drelecken be-
grengt ist, Wenn Sle sich
dies Gebllde hier vorstellen,
€0 blitte ich Sie mit mir

in Gedanken folgende Pro-
zedur vorzgnehmen. nle

gehen, hiler ist lmmer eine
FlHche von elner andern

geschnitten. Hier zum Bel-

splel in AB stossen zwel Seiten (-Fl4chen) zusamnen, und hier
( EB ) stossen zwei zusammen. Der ganze Unterschied zwischen

Oktaeder und ¥Wirfel ist der Schnittpunkt der Winkel., Wenn sich
Fléchen so schneiden,(wie beim Wirfel),so entsteht ein Wiirfel,

wenn sle sich aber so schneiden wie hlier, 8o entsteht eiu Okta-

¥

darum,-dass wir I"lHchen *

unter den verschiedensten
Winkeln slch schneiden
lasgen, dann belkommen

wir die verschiedensten
Raumgebilde, -~ Denken L
Jle sich nun, wie wir
kdnnten hier dieaelbeq '

Flichen des Oktaeders
auch in anderer Veise

zum Jchneiden bringen,

Denken Sie sich diese

FlHoche hier - zum Bel- 7

aplel AEB, - nach allen | .- !
Seiten fortgesetzt, '



und diese untere hier - BCF - auch; dann

metriach wenn Sle diese Fllichen in dieser Weise verlingern,
80 flillt immer eine fort - ABF, EBC und rilckwiirts EAD und DCF;

und die vier, die dann bleiben, die geben dieses Tetraeder,

das man auch die HH1fte
einea Oktaeders nennt,

dag deshalb die HHlfte
eines Oktzeders ist,
well erv die Hilfte dex
Il1Hghen des-Dktaeders
zunm Schnitt bringt.Beim
Oktaeder ist das ganz

leicht vorzustellen,

~ Wenn 'Sie sich den liiirfel

-

in derselben YWelse hnlbiert

denken, wenn Sie also hier
eine [MlHche mit der ent-

esprechenden andern sich
schneiden lassen, 80 be-

kommen Sie immer wieder

einen Vidrfel. Die Hilfte
eines Viirfels ist wieder

eln Wirfel, Daraus mdchte
ich einen wichtigen Schluss ziehen,

(vorher etwas anderes) zu Hilfe nehmen.

Hler habe ich ein’ Rhombendodekaeder. Sie sehen auch, dass
die Flichen ‘unter gewissen VWinkeln aneinander grenzen, Es ist

nun hier zu gleicher Zeit ein dystem von vier Drﬁhten zu sehen,
walahe ich Achsendrihte nennen

gegenltiufig sind. Diese
Welse ein System von Ac

dags am Wirfel eln System von

mdchta, und die zueinander

Driihte stellen unsg in einer Hhnlichen
hsen dar, als Sie es sich vorstellten,

ebenso die rickwirts
liegenden ADF und EDC. So mUssen sich dann die FlHchen

falls schneiden, und zwar schneiden sie sich hier doppelt 8y M=

eben—

will aber 'dazu noch.diea

docke Lz e
A2



Den Wilrfel bekommt man, wenn man bel einem System von drei
aufeinander senkrecht stehenden Achsen *) dadurch Schaiit-

flHchen hervorbringt, dass Stauungen eintreten. Lisst man die
Achsen unter andern Winkeln sich schnelden, ﬂo-bekommt LN
ein anderes Raumgebilde, Das Rhombendodekaeder hat Achsen,
die sich unter andern ais rechten Winkeln schneiden. Der Wir-
fel gibt halbiert sich selbst; aber nur beim Wirfel b i i 4 o
dies zu. Das Rhombendodekaeder, in seinen halben Fllchen zum
schnitt gebracht, gibt ebenfalls ein anderes Raumgebild: .,
Nehmen wir nun das Verhrdltnis des Oktaeders zum Tetra-
eder, Und zwar will ich Ihnen sagen, was da gemelnt 1st, Das
tritt kler hervor, wenn wir allmihlieh das Oktaeder in das
Tetraeder Ubergehen lagsenL Nehmen vwir zu diesem Zwecke uin

Tetraeder, dem wir, wie an der opltze angedeutet, dle Ec:en
abschnelden, und setzen wir dies fort, bis die Schnittfl'ichen

|

“)Randanmerkung im Manuskript : Achsen hier im Sinne der
Coordinatensystems, oben als dliagonale pgedacht.



aich an den Kanten des
Tetrneders begegnen;

dann bleibt iibrig das

angadeutete Oktaeder,

So bekonmen wir aus

einoii Raumgebilde, das

durch vier Fliichen
begrenzt ist, ein
achtoneltiges Gebilde,
wenn wir unter entnprechenden Winkeln die Ecken abschneiden.
Dagriolbe wae ich hicr mit dem Tetraeder gemacht habe, kidnnen
Sie viederum nicht mit dem Wirfel machen. Der Wurfel hat ganz
besondere Eigenschaften, nidmlich, dass er das Gegenstick ist
zul dreidimensionalen Raum. Wenn Sie zu den drel Achsen senk-
recht stehende I"liichen haben, 80 bekommen Sie unter allen

Unstiinden einen Wiiriel, oy A
Wenn man mit dem Wirfel den theoretischen Wiirfel bezeich_ﬂQJ:iwa

nen vill, so sagt man, der WlUrfel ist Uberhaupt das GegenstuckaT  .

Ll TAL-0T

zun (reidimensionalen Raum. So wie das Tetraeder das Gegenstick
ist sum Oktaeder, wenn ich dile Seiten des QOktaeders zu be- PP
gtimntien Schnitten bringe, so ist der einzelne Wirfel das
Gegenstlick zum ganzen Raum. Wenn Sie sich den ganzen Raum als
positiv denken, so isot der Wilrfel negativ. Der Wirfel ist zum
ganzen Raun polar, - er hat im physischen Raum sein ihm elgent=-
lich korrespondiercendes Gehllde,

Nehmen Sile einmal jetzt an, ich wilrde den Raum nichtv

dreidimensional begrenzen, sondern ich wilrde ihn so begrenzen,
daas iCh. 'VieI' LI I I Q&M-T?"ﬂ#‘t

Ich begrenze zunichst den zweldimensionsalen Raum dadurch, |
dass ich vier ineinander gehende Kreise habe. Sie k&nnen sich Y*“"

nun vorstellen, duss diese vier Kreise immer grdsser und ;y;:1ﬂ4{f
grosoer werden; dann werden sie mit der Zeit alle in eilne gefgﬂa
Linie Ubergehen. Sie bekommen dann vier sich schneidende Gerade,

und statt der vier Kreise ein Quadrat. - Denken Sie sich nun



statt der Kreise Kugeln, und zwar sechs, so daes sie eine A~
Art von Maulbeere bilden. Wenn 8ie sich mit den Kugeln das- Lémgdk'

selbe denken wie mit den Krelsen, dass sie immer grissere /A,

Durchmesgser bekommen, so werden diese oechs Kugeln zuletzt
ebenso dle Begrenzungsflichen elnes Wirfelm werden, wie die
vier I'reise zu Begrenzungslinlien elnes Quadrates wurden.

Der VWilrfel ist jetzt dadurch entstanden, dases wir sechs
Kugeln hatten, dle flach geworden sind., Tis 1st also der Yir-
fel nichts anderos, nls der Spezlalfall fiir secha ineinander
aehende Fugeln, - wle das Quedrat nichts anderes ist als der
Spezlalfall filr vier ilnelnander gehende Krelse,

Wenn 3le sich klar sind, dass Sle sich diese sechs
Kugeln so vorzustellen haben, dass sie, in die Ebene gebracht,
unseren fritheren Quadraten entsprechen, = wenn Sie sich ein
absolut rundes Gebllde llbergehend denken 1n ein gerades, =o
bekommen Sle die einfachste Raumform. Dexr Wirfel kann vor:e-
stellt werden ale die Vercinfachung von sechs ineinander ge-
schobenen Kugeln. 8le kbnnen von einem Punkt einéa Kreisnus
sagen, dnss er durch die zwelte Dimenslion hindurchgehen nuss.
Haben fie aber den Krels so gross werden lassen, dass ex sine
gerade Linie blldet, so kann Jeder Punkt zu Jedem andern
kommen - durch dle cerste Dimension! Solange jedes von deu vier
Gebllden eln Krels 1ist, 1st es uweldimensional; Jedes Gr:nz-
gebllde, wenn es eine Gerade geworden 1st, 1st eindimensional,
Jede Grenzflliche elnes Wilrfels 18t aus einem dreidimensinalen

Gebllde entstanden, und nur dadurch entstanden, dass die¢ drltte
Dimension auf zwel reduziert ist, - eine Dimension als einge-

blsst gedoncht, Bo 1st die zweite Dimension entetanden du:ch
Einblissung der Tlefe-Dimension.

vile wir ein dreidimensionales Gebilde mit zweldimen :lionalen
Grenzen erhalten, wenn wir dreidimensionale Grenzgebilde auf
zweldimensionale reduzieren, so milasen Sie daraus schlie sen,
dasg wir, wvenn wir den dreidimensionalen Raum betrachten, wir

eine Jede Richtung als verflacht uns zu denken haben, - - ur-—
flacht aus einem unendlichen Kreis; so dass Sie, wenn Sic¢ 1n



der elnen Richtung fortschreiten kinnten, Sie aus der andern

zurlckltommen wlirden. 50 18t eine jede Raumdimension dadurch
entstanden, dass sie die entsprechenden andern verloren hat,

In unserem dreldimensionalen Raum steckt ein drelaclioliges
System; es 8ind drel aufeinander senkrecht stehende Achsen,

welche die anderen Dimensionen eingeblicst haben, und dadurch
eind sie rlach geworden,

ole bekommen aleo den Jdreidimensionalen Raum, wenn 3ie
eine jede Richtung gerade biegen. Jeder Ruumteil kdnnte in 8ich
wliederum gekriimnt werden; dann wlrde entstehen ﬁ
Krummen Sie das eindimensionale Gebilde, so bekommen sie ein
zweldimensionales; durch KriUmmen des zweildimensionalen ein
dreldimensionales; Kriimmen 8Sie endlick das dreldimoensionale
Gebilde, s80 bekommen tie dan vierdimensionale, so dass dns
vierdimensionale auch vorgestellt werden kann als ein £
krimmtes dreidimensionales, - Und damit kowae ich von d i
Toten zum Lebendigen. Durch dieses Krimmen kinnen Sie doen
Uebergang vom Toten zwn Lebenden finden., Loy vierdimensionale

Raum 12t so speziallslert, dass er flach ceworden ist,

Halh
50 b, A5



